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Résumé
Nous nous intéressons & un modéle de champ de phase pour décrire
l’apparition de dendrites solutales lors de la solidification d’un alliage
binaire. Le modéle que nous présentons est une synthése des modeles
de Warren et Boettinger [19] et de Wheeler, Boettinger et McFad-
den [20]. Dans un souci de justifier au mieux & partir de considéra-
tions physiques toutes les étapes de la construction du modele, nous
reprenons la densité d’énergie libre proposée par WB, puis étendons
la démarche proposée par WBM afin de déterminer completement les

équations d’évolution qui en découlent.
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1 Introduction et historique

1.1 Motivation

Nous voulons construire un modele pour la solidification d’alliages bi-
naires qui soit capable de rendre compte de I'apparition de dendrites d’ori-
gine solutale pendant le processus. De telles structures sont trés courantes
dans la nature. Elles ont été I'objet d’études expérimentales au département
des matériaux de 'E.P.F.L. (cf. figure 1). Le but de ce travail est de justifier
au mieux la construction d’un modeéle intermédiaire entre ceux publiés par
Wheeler, Boettinger et McFadden [20] et de Warren et Boettinger [19].
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Fia. 1:  Croissance dendritique expérimentale dans un alliage Sa-Co
[photographie: LMPH-DMX-EPFL]

1.2 Modeles pour la solidification d’alliages binaires

L’approche macroscopique pour les problemes de solidification d’alliages
conduit a des modeles de type “probleme de Stefan”. Ces modeles décrivent
’évolution en temps d’une interface séparant deux phases (liquide-solide) ou
trois phases (liquide-mixte-solide) [11, 17|, ainsi que ’évolution de quantités
(concentration, température) dans chacune des phases. On utilise un mo-
dele a trois phases lorsque ’on veut décrire macroscopiquement une zone de
mélange [1, 2, §].



Parmi ces modeles, on distingue essentiellement deux types de formula-
tions. Les formulations fortes (ou classiques) définissent une interface abrupte
de fagon explicite et sont mathématiquement caractérisés par des conditions
limites a 'interface faisant intervenir la vitesse normale de déplacement de
celle-ci, ainsi qu’éventuellement sa courbure moyenne. En revanche, dans les
formulations faibles (ou enthalpiques), l'interface est définie de fagon im-
plicite et les effets de courbure ne peuvent étre pris en compte (pour une
classification des problemes de Stefan on consultera [11, 17]). Sous certaines
conditions - en particulier en ne tenant pas compte de la courbure - il est
possible de passer d’une formulation a ’autre [12, 17].

Numériquement, le déplacement explicite de l'interface [7, 10] (“front
tracking”) engendre des difficultés, en particulier lorsque les géométries de-
viennent complexes (dendrites) ou lors de changements topologiques. L’ap-
proche implicite des formulations enthalpiques évite en partie ces difficultés.
Notons également que I'on peut reformuler le probleme pour définir I’in-
terface comme ’ensemble de niveau d’une certaine fonction (méthode level
set) [13, 16].

Les modeéles de champ de phase s’inscrivent dans l’esprit développé par
ces derniéres approches ou 'on évite de suivre explicitement l'interface. De
facon générale, les modeles de champ de phase ne dérivent plus d’une trans-
formation d’un probléme de Stefan, mais sont concus directement & partir
de considérations thermodynamiques. Un parametre d’ordre (le champ de
phase) est introduit pour rendre compte de la transition de phase a I’échelle
mesoscopique. On espere ainsi mieux décrire ’apparition de dendrites lors
d’un processus de solidification.

Le parameétre d’ordre est une variable thermodynamique ¢(z,t), prenant
des valeurs limites arbitraires dans chacune des phases (par exemple 0 dans
le solide et 1 dans le liquide), et pouvant varier continliment entre ces deux
valeurs dans une “interface” ayant une épaisseur non nulle.

Historiquement, les modeles de champ de phase ont été établis pour dé-
crire des situations de transition de phase de matériaux purs sous l'effet de
la température [4, 5, 14, 18]. La création de modeles de champ de phase pour
la solidification d’alliages binaires, ou la variation de la concentration joue
un role plus important que les variations de la température, est plus récente,
et le modele présenté ici est basé essentiellement sur WB et WBM [19, 20].
Nous présentons donc un modele pour décrire ’apparition de dendrites “so-
lutales” dans un alliage, alors que la plus grande partie des modeles existants
décrivent I'apparition de dendrites “thermiques” dans les éléments purs.



1.3 Modeles de champ de phase

L’approche que nous présentons dans ce paragraphe vient de la phy-
sique statistique, et s’applique aussi a d’autres phénomenes critiques que
la solidification. De maniere tres générale, elle se traduit par la construc-
tion d’une fonctionnelle énergie libre F[T,¢,...], ou ¢ est un parametre
d’ordre pour le phénomene critique considéré et T' la température. Ces gran-
deurs sont définies dans un domaine spatial {2 et dépendent du temps. La
grandeur F'[T,@,...] est la somme de deux contributions :

— une énergie libre dans une “phase homogene”:

Fhom_[T(.,t),qﬁ(.,t),...]:/Qf(T(a:,t),qS(x,t),...)d:c, (1.1)

ou f(T,¢,...) est la densité d’énergie libre du systéme, que 1'on devra
construire;
— un terme de type Ginzburg-Landau :

Fould(., )] = / L2 (Vo(a, ) d, (1.2)

oll € est un parametre positif.

Cahn et Hilliard [6] ont étudié précisément la construction des fonction-
nelles Fgr,, et ont montré en particulier que le parametre € doit étre indé-
pendant du parametre d’ordre et de la température.

Tout le travail de modélisation pour un probléeme spécifique consiste alors
a construire la densité d’énergie libre dans une phase homogene f(7, ¢, ...),
et a rajouter des contraintes supplémentaires sur les variables (lois de conser-
vation, variables fixées). On obtient alors des équations d’évolution géné-
riques en demandant que 1'énergie libre totale F'(t) = F[T(.,t), #(.,%),...]
soit décroissante en temps. A ce stade, il faut encore considérer des situa-
tions limites qui permettent d’ajuster le modele par comparaison avec des
modeles classiques.

Il nous faut mentionner que dans certains articles, des modeles de champ
de phase sont construits a partir d’une fonctionnelle entropie. En effet, Pen-
rose et Fife [14] ont remarqué les premiers qu’il peut parfois étre judicieux de
passer en formulation entropique, afin de faire apparaitre la densité d’énergie
interne e plutot que la température 7' comme variable du systeme, notam-
ment lorsque I’on veut tenir compte d’'une équation de conservation de 1’éner-
gie. Dans I’équation suivante, la température est notée T', bien qu’elle soit
ici fonction des variables thermodynamiques e, ¢,.. ., et non pas directement
de l'espace et du temps. Par transformée de Legendre de 1’énergie libre en



entropie, le terme de Ginzburg-Landau (1.2) devient

Sarle(., t),o(.,1),...] = _L%T(e(x,t),s;(x,t), ) Vé(z,t)|* dz, (1.3)

tandis que le terme homogene (1.1) peut se reécrire simplement comme

Shom_[e(.,t),gb(.,t),...]=/s(e(m,t),d)(m,t),...)dm, (1.4)

Q

. _e—f(T(e,¢,...),0,...)
ou s(e,¢,...) = Te.o ) i

Insistons sur le fait que le parametre € dans (1.3) est exactement le méme
que dans (1.2).

Une approche basée directement sur une fonctionnelle entropie a été pré-
sentée par Wang et al. [18], avec un terme homogene de type (1.4), mais
avec un “terme gradient” plus simple que (1.3), construit par analogie avec
le potentiel de Ginzburg-Landau(1.2) :

Sanle(t), d(1),...] = —[2%52|v¢(m,t)|2dx. (1.5)

Le parametre € est alors considéré comme constant.

1.4 Choix d’un modele de champ de phase pour la so-
lidification d’un alliage binaire

Le probleme que nous considérons correspond au processus physique de
solidification d’un alliage de deux métaux a l’intérieur d’une enceinte 2 a
laquelle on impose depuis ’extérieur une température que nous supposerons
homogene dans toute l’enceinte. Les grandeurs naturelles décrivant le sys-
teme sont donc la concentration relative de l’alliage ¢, et la température 7.
Nous allons considérer c¢(z,t) comme une variable, inconnue du probléme,
et T'(t) comme un parametre, imposant une dépendance explicite en temps.
On pourrait par exemple obtenir cette température 7'(¢) comme la solution
T(z,t) d’un probleme de Stefan prise & un point fixé x, ce qui représenterait
le passage d’'une échelle macroscopique a une échelle mesoscopique.

Nous avons décidé de décrire ce probleme par un modele de champ de
phase, pour les raisons exposées dans le paragraphe 1.2. Il apparait ainsi une
troisitme grandeur, le champ de phase ¢(z,t), deuxiéme inconnue du pro-
bleme. Parmi les différentes variantes mentionnées dans le paragraphe 1.3,



nous avons choisi une formulation en énergie libre de type (1.1)-(1.2), puisque
la température est une grandeur naturelle de notre systéeme. La modélisation
consistera donc a construire la densité d’énergie libre f(7, ¢, ¢), qui détermi-
nera la fonctionnnelle énergie libre F'[T, ¢, ¢|, puis & en dériver des équations
d’évolution génériques pour les variables ¢ et ¢ (section 2). Enfin, ces équa-
tions seront entierement précisées en examinant des situations limites décrites
par des modeles connus (section 3).

La plupart des articles publiés (par exemple WBM [20]) ont des densi-
tés d’énergie libre completement phénoménologiques qui génerent des termes
cubiques en ¢. Ce n’est pas le cas de l'article de WB [19], ou une densité
(d’entropie dans cet article) plus complexe, construite sur des considérations
thermodynamiques, engendre des polynomes de degré 4, au lieu de 3, dans
les équations d’évolution (voir aussi la these de S. Henry [9]).

Nous avons repris la densité d’énergie libre f(7',c,¢) de WB. Dans la
section 2.3, nous essayons de justifier au mieux la construction de f. D’autre
part, alors que WB ajustent les parametres de leur modele simplement par
analogie avec les résultats de WBM [20] pour un modéle plus simple, nous
ajustons ces parametres directement, en comparant des limites asymptotiques
formelles de notre modele a des situations physiques connues, ce qui est fait
dans la section 3. Nous présentons finalement une version adimensionalisée
du probleme dans la section 4, avant d’en proposer une version modifiée par
I'introduction d’une anisotropie et d’un terme stochastique dans la section 5.

Mentionnons finalement que, puisque notre formulation est en énergie
libre, alors que celle de WB est une formulation en entropie de type Wang
(équations (1.4) et (1.5)), nos équations d’évolution finales different légere-
ment des leurs dans leurs dépendances en température, ce qui n’en modifie
pas les propriétés (la température est dans les deux cas considérée comme un
parametre).

2 Construction du modele

2.1 Caractérisation du systeme

On considere un alliage binaire, dans un domaine spatial €2, caractérisé
par la concentration relative ¢(z,t) d’un élément B dans un mélange formé
d’éléments A et B. La variable ¢ est donc comprise entre 0 et 1. Nous carac-
térisons encore ’état du systéme par un parametre d’ordre ¢(z,t), appellé
champ de phase, variant continument entre les valeurs 0 dans la phase solide
et 1 dans la phase liquide. Ces deux grandeurs sont fonction de ’espace et
du temps. Elles sont supposées connues a un instant initial £ = 0.



Notre but sera d’étudier 1’évolution spatio-temporelle des deux variables
c et ¢, sous la contrainte d’une température homogene quoique variable dans
le temps, imposée au systeme par I’extérieur. Cette contrainte revient a sup-
poser que la conduction thermique a I'intérieur du systéme se fait instantané-
ment et que I'extérieur se comporte comme un thermostat idéal, c’est-a-dire
un réservoir inépuisable d’énergie dont la température T'(¢) est homogene.

Avec de telles conditions, il parait naturel de prendre un point de vue
thermodynamique basé sur le potentiel énergie libre, et ¢’est pourquoi nous
postulons, comme Penrose et Fife [14], qu'un tel potentiel puisse étre défini
méme hors équilibre.

De plus, nous supposons le systeme fermé (i.e. sans échange de matieére
avec l'extérieur) et demandons que les seuls échanges d’énergie libre avec
I’extérieur soient d’origine thermique.

2.2 Lois d’évolution

Nous allons étendre le deuxieme principe de la thermodynamique de la
maniere suivante : nous supposons qu’a tout instant, ’énergie libre totale
du systeme tend & diminuer vers ce qui serait son minimum a la tempéra-
ture instantanée T'(¢). Cela revient & supposer que T'(t) varie suffisamment
lentement pour que le systeme ait le temps d’y ajuster sa dynamique.

Il s’agit maintenant de donner une forme d’équations d’évolution vérifiant
ce principe, suffisamment générale pour pouvoir par la suite ajuster le modele
a des situations limites connues de la physique.

Donnons d’abord une forme générale pour I’énergie libre du systeme, qui
sera la somme de termes de type (1.1) et (1.2) :

F(t) = F[T®),c(.1),(. 1)
— [ (1@ w600+ S0P as, (21)

ol f est une densité d’énergie libre, que nous préciserons dans la sous-section
13

suivante, et ;\V¢|2 un potentiel de type Ginzburg-Landau (1.2), controlé par
le parameétre £, que nous supposons constant.

Nous verrons par la suite que le terme f a tendance a séparer de maniere
nette les régions solides (¢ = 0) des régions liquides (¢ = 1), tandis que
le terme de Ginzburg-Landau, lui, génére un terme diffusif dans 1’équation
d’évolution, qui tend a étaler la région dans laquelle ¢ passe de 0 a 1. Par
conséquent, a travers le parametre €, on controle I’épaisseur des interfaces

solide-liquide, ou les effets de ce deuxiéme terme dominent.



Nous devons maintenant tenir compte des contraintes suivantes pour
construire les équations d’évolution :

1. la température 7'(t) est un parameétre imposé au systeéme, c’est-a-dire
une fonction donnée;

2. il y a conservation de la matiere, donc il existe un flux de matiere ;’C tel

que
% = -V.j, dans Q; (2.2)

3. le systeme est fermé, donc
Je=0 sur 0% (2.3)

4. notre extension du second principe de la thermodynamique exige que
c(z,t) et ¢(x,t) évoluent de maniére a4 diminuer 1’énergie libre du sys-
téme & lintérieur du domaine. La grandeur 7'(¢), parameétre imposé au
systeme, ne participe pas a cette exigeance;

5. le flux normal d’énergie libre au bord du domaine 02 est nul a T fixé.

Pour formuler les deux dernieres contraintes, nous définissons une “dérivée
temporelle a 1" fixé”

: B of dc  Of 96  ,_ 0¢
F|T:cte—/ﬂ<&a+%a+8 Vav¢>d$ (24)

En utilisant I’équation (2.2) et en appliquant le théoréme de divergence
a (2.4), F|r—c. peut s'écrire :

F|T:cte == Ent|T:cte +/ [jF‘T:cte-ﬁ} d.T, (25)
oN
avec
- B of - (0f ..\ 96
Ent‘T:cte —/Q |:V % g+ <8_¢ 9 AQb) E dx (26)
et
= (9 b 8
JF|T:cte = - 8_£]c+528_gtbv¢ (27)

Les deux contributions dans (2.5) représentent physiquement respective-
ment la variation d’énergie libre a I'intérieur du domaine et 1’échange d’éner-
gie libre avec I’extérieur, a température fixée. Nous identifions ainsi Jg|r—cs
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au flux d’énergie libre a température fixée. Les deux contraintes 4 et 5 s’ex-
priment donc par respectivement :

Ent|T:cte S 0 (28)
et
fF\T:cte.ﬁ =0 sur 0f. (2.9)

En combinant les contraintes (2.9) et (2.3) on obtient alors :

0
g 99 V¢.7i =0 sur 5. (2.10)
ot
Il nous reste a garantir la contrainte (2.8). Nous allons en fait poser 'exi-
geance plus forte qui consiste a demander a chacun des termes pris séparé-
ment dans (2.6) de fournir localement une contribution négative, comme le

font [14, 18, 19, 20]. Nous devons pour cela demander & j, (resp. 22) d’étre

ot
une fonction de —V % (resp. — ( g—i — €2A¢>) qui en conserve le signe. Nous
choisissons alors
> of
Je = —M.(T,c, o)V e dans €2 (2.11)
et
0 0
a_f — M,(T, ¢, $) (€2A¢ - %) dans ©, (2.12)

ou M, et M, sont des fonctions positives de c, ¢ et T'.
[’équation (2.2) pour la conservation de la matiére s’écrit alors, en y
injectant (2.11) :

0 0
a_g =V. |:MC(T7 ¢, ¢)V 8_'£:| dans (. (213)

Une forme spécifique pour f(T, ¢, ¢) sera construite dans la section 2.3 et
des formes particulieres des fonctions M, et My dans la section 3.

Remarque
Les équations d’évolution (2.12) et (2.13) peuvent aussi s’interpréter a
partir des dérivées fonctionelles de I’énergie libre totale (2.1) comme
9¢

oF
E = _M¢(T7 ¢, QS)E[T’ ¢, ¢] dans © (2'14)



et

dc oF
ot c

— =—-V. [ M(T,ec, ¢)V5_[T’ c, qﬁ]) dans €, (2.15)
ou My et M, sont des fonctions positives de leurs arguments.

2.3 Densité d’énergie libre
2.3.1 Densité d’énergie libre de P’alliage

Soient T4 > T3 les températures de fusion des deux composés A et B
(I'indice m vient de ’anglais melting point). Dans la pratique, on utilisera
des profils de température tels que

T <T(t) < T2 Vvt (2.16)

Nous allons postuler une forme pour la densité d’énergie libre de 1’alliage
consistant en une moyenne des densités d’énergie libre fA4(T, ¢) et fE(T, ¢)
pour les éléments purs, pondérée par leurs concentrations relatives, a laquelle
s’ajoute un terme de mélange :

F(T,,6) = (1= ) FAT,0) + e (T, 6) + " [(1 &) In(1 — ) + In(e)],

m

(2.17)

ol v, est le volume molaire du mélange et R la constante de Boltzman.

Pour la justification de ce terme de mélange, on consultera le rapport
interne sur 'entropie d’un alliage binaire [3]. On prendra comme estima-
tion pour v, la moyenne des volumes molaires des éléments purs, considérée
comme constante. Il serait possible de compliquer le modeéle en considérant
un volume molaire variable.

Il reste donc & établir un modele pour chacune des énergies libres fX (7', ¢)

des composés purs X = A et X = B, ce que nous ferons en nous inspirant
du modele de WB [19].

2.3.2 Densité d’énergie libre d’un élément pur X

Nous allons tout d’abord donner une forme significative a f*(TX, $).
A la température de fusion, par définition, les états solide (¢ = 0) et li-
quide (¢ = 1) sont aussi stables I'un que l'autre, et il n’y a pas d’autres états



stables. De plus, nous demandons que la densité d’énergie libre a la tempéra-
ture de fusion soit symétrique par rapport a la valeur ¢ = %, et nous fixons le
zéro d’énergie libre aux états liquide et solide de 1’élément pur a température
de fusion.

Les propriétés physiques qui précedent peuvent étre décrites par des den-
sités d’énergie libre prises dans toute une classe de fonctions g € C?([0,1],R),
vérifiant les propriétés mathématiques suivantes:

[ 9(0) =g(1) =0,
J(6) =0 be 051},

¢"(0),¢"(1) >0,
| 91— ) = 9(0).

Ce sont toutes des fonctions de type “double-puits”, comme l’illustre le po-
lynéme de plus bas degré vérifiant les contraintes (2.18),

9(¢) = ¢*(1 - ¢)*, (2.19)

représenté sur la figure 2, donnant ainsi I’allure générique de la densité d’éner-
gie libre d’un élément pur (pour bien mettre en évidence les minima, la figure
représente la fonction dans un intervalle un peu plus grand que I'intervalle
physique [0, 1]).

Nous supposons qu'une méme fonction de la classe (2.18) décrit les den-
sités d’énergie libre des deux composantes X = A et X = B, quoiqu’avec
des puits d’une hauteur différente:

(T, 0) =Wg(9). (2.20)

Nous verrons lors de ’ajustement du modele, dans la section 3.2.1, qu’il
est intéressant de choisir une fonction ¢ particuliere dans la classe de “fonc-
tions double-puits” (2.18), et que les parametres W, qui controlent la hau-
teur de la barriere de potentiel entre les deux puits pour chaque élément
pur, peuvent étre alors explicitement reliés a I’énergie de surface de I'inter-
face solide-liquide dans la limite d’une interface abrupte pour I’élément pur
considéré.

(2.18)

Il faut maintenant expliciter la dépendance en température. Nous allons
le faire en reliant la densité d’énergie libre a la densité d’énergie interne, que
nous construirons explicitement. L’intérét de cette approche est de faire appa-
raitre, via la densité d’énergie interne, des parametres physiques mesurables
par I’expérience, qui permettront de calibrer le modele.

10



F1G. 2: Allure générique de la densité d’énergie libre fX(7.X,.) d’un élément pur X a la
température de fusion

Afin de lier la densité d’énergie libre f* (T, ¢) & la densité d’énergie interne
e* (T, ¢), nous utilisons les régles thermodynamiques suivantes :

fX(T’ ¢) = eX(T’ qb) - TSX(eX(T’ ¢)’ ¢) (221)
et

0s*(e(T,¢),¢) _ 1
At = — 2.22
ot sX(T, ¢) est la densité d’entropie du systeme.

En dérivant (2.21) par rapport & T puis en utilisant (2.21) et (2.22) on

obtient I’équation différentielle pour f :

0f* (T, ¢)

et (2.23)

FHT¢) =eX(T, ) +T

c’est-a-dire

o(f*(T,¢)/T)
or

e (T, ¢) + T =0, (2.24)

d’ou on tire finalement :

FX(T,¢) =T ( /T Ut R ,¢)) . (229)

m

11



Il reste donc & préciser eX (T, ¢). Commengons par décrire la forme de
I’énergie interne classique e (7') dans un modeéle sans champ de phase (cf.
figure 3). La fonction e (T) est alors discontinue & la température de fusion
TX. On appelle chaleur latente la grandeur du saut, qui est expérimentale-
ment mesurable :

LY = e (Tht) — ed (TX). (2.26)

cl

liquide

M

F1G. 3: Allure de la densité d’énergie interne physique autour du point critique

On peut aussi mesurer expérimentalement les dérivées a gauche et a droite
de la température de fusion. Ce sont les chaleurs spécifiques solide CX et
liquide Cj¥.

X
deg;

X _ X —
Os - aT (Tm )’
(2.27)
OeX
X _ cl X+

Notre but est maintenant de transformer la fonction discontinue eX (T
en une fonction réguliere &4 deux variables e (T, ¢). Nous allons le faire en
deux étapes.

On suppose dorénavant que la température reste toujours relativement
proche de la température de fusion. Considérons alors la linéarisation de

ex (T) & gauche (resp. a droite) de T.X, et prolongeons-la en une fonction
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affine eX(T) (resp. € (1)) définie pour tout 7 > 0, comme le montre la

figure 4. Ces énergies internes “solide” et “liquide” sont alors données par :
{ ey (T) = eq (T, ") + O (T = T7,),

(2.28)
e (T) = eq (T ") + CF (T = Tp).

M

F1G. 4: Densités d’énergie interne “solide” et “liquide”

Nous introduisons maintenant le champ de phase ¢, qui décrit le passage
régulier d’'une phase solide a une phase liquide, ce qui nous permet de définir
une énergie interne réguliere a deux variables.

e (T,¢) = e, (T) +p(¢) (¢ (T) — €5 (T)) - (2.29)
ol p(¢) est une fonction réguliére telle que
p(0) =0,
p(l) =1 (2.30)

P(6)>0 Vo elo,1].

A ce stade, on pourrait penser a prendre simplement p(¢) = ¢, mais la suite
nous prouvera que ce choix ne conduit pas a un modele thermodynamique-
ment acceptable.

Finalement, afin d’éviter d’avoir un terme couplé dans la densité d’énergie
interne eX (T, ¢), nous allons supposer que I’écart entre I’énergie solide et
I’énergie liquide reste indépendant de 7', ce qui revient a supposer que

cX=cf =cX, (2.31)
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Cette hypotheése est raisonnable pour des métaux utilisés couramment dans
des alliages.
En combinant (2.26), (2.28), (2.29) et (2.31), on obtient finalement :

e’ (T, ¢) = e (T ) + CH(T = Tp) + L7 p(). (2.32)

Nous pouvons substituer maintenant (2.20) et (2.32) dans (2.25), afin
d’obtenir, apres intégration, une expression finale pour la densité d’énergie
libre du composé pur :

fX(Ta¢) = (Trfz(_T)

ea(Tn )+ L p(¢) Cx>

b
+ C*T1 T +W* T (®) 259
n T ng .

Une considération tres importante va maintenant nous permettre de pré-
ciser la classe des fonctions p(¢) thermodynamiquement acceptables : les seuls
états stables du systéme doivent étre ’état solide et I’état liquide, quelle que
soit la température. Pour cela, on exige que :

1. les valeurs ¢ = 0 et ¢ = 1 restent des minima en ¢ de fX pour toute
température 7' > 0,

2. il n’y a pas d’autres minima en ¢ dans le domaine physique [0, 1].

Or,

of*(T,9) TX-T T
= Xy WX _——g'(¢). 2.34
Puisque d’apres (2.18), ¢'(0) = ¢'(1) = 0, on peut immédiatement assurer que
¢ =0et ¢ =1 sont des zéros de % pour tout 7" positif si et seulement si la

dérivée de p s’annule en 0 et en 1. Pour assurer que ce soient bien des minima
de fX, il faut de plus que % > 0en ¢ =0et ¢ = 1. Pour que cette
derniere condition soit vérifiée pour tout 7' positif, on peut se convaincre
qu’il est nécessaire que la dérivée seconde de p s’annule en 0 et en 1. Les
propriétés déja imposées assurent que d’autres minima de f* n’apparaissent
pas entre ¢ = 0 et ¢ = 1. L’ensemble des conditions précédentes se résument
alors en demandant que p appartienne a la classe de fonctions de C?([0, 1])

vérifiant les conditions suivantes:
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Z\

'(0)=p'(1) =0, (2.35)

_3 L ! ! ! ! ! ! ! !
-04-02 0 02 04 06 08 1 12 14

F1G. 5: Polynéme générique p(¢)

Les fonctions de la classe (2.35) ont toutes la méme allure, illustrée par
la figure 5, ou nous avons représenté comme exemple la fonction

p(¢) = 66° — 15¢" + 10¢°, (2.36)

qui est le polynéme de plus bas degré vérifiant les contraintes (2.35) (1a
encore, pour bien mettre en évidence les points d’inflexion, la figure représenté
la fonction dans un intervalle un peu plus grand que l'intervalle physique
0,1]).

Nous voyons donc, d’aprés Pexpression complete (2.33) pour fX(T), ),
qu’a une température fixée, la hauteur relative de ses deux minima en ¢ est
proportionnelle & (T —T2X), et change de signe a la température critique. On
retrouve ainsi une cohérence par rapport a la physique, ’état solide étant
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plus ou moins favorisé que 1’état liquide suivant que 1’on se trouve en-dessous
ou au-dessus de la température de fusion, comme on peut ’observer dans la
figure 6.

T<TX T>TxX
T T T T T T T T
FX(T,) (T,
,»—"/\v/,
| | A | | | | | | | | | | I L |

-04-02 0

02 04 06 08 1 12 14 -04-02 0 0.2 04 06 08 1

F1G. 6: Densités d’énergie libre fX(T',.) pour un élément pur X en dessous et au-dessus
de la température de fusion.

2.3.3 Diagramme de phase

Maintenant que nous connaissons, grace a (2.17) et a (2.33), une ex-
pression explicite pour la densité d’énergie libre de I'alliage f(T), ¢, ¢), nous
pouvons définir des fonctions densité d’énergie libre “solide” fs(T,c) et “li-
quide” fi(t,c) par

{ fo(T,¢) = £(T,¢c,0), (2.37)

fi(T,e) = f(T,c,1).

Ainsi, il est possible de calculer, pour chaque température, les concentra-
tions d’équilibre solide ¢4(T') et liquide ¢;(T") pour une interface solide-liquide
plane. En effet, la thermodynamique nous apprend que ces deux valeurs
sont obtenues en cherchant une tangente commune aux fonctions f4(7),.) et
fi(T,.). La valeur de ¢ pour laquelle la droite est tangente a fs(7,.) (resp. f;)
est alors ¢;(7T') (resp. ¢;(T)). En répétant I’opération pour tout 7', on obtient
les fonctions ¢, (7T') et ¢;(T), représentées dans la figure 7.

Il s’avere que ’allure de ce diagramme de phase (7', ¢), en forme de “len-
tille”, correspond a celui de 'alliage Ni-Cu. Par ailleurs, on retrouve a deux
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F1G. 7: Diagramme de phase & partir du modele

chiffres significatifs pres des bonnes valeurs pour c¢; et ¢; pour cet alliage. Par
contre, notre modele ne pourra pas simuler d’autres types d’alliages présen-
tant un diagramme de phase d’une allure différente. En particulier, le modele
tel qu’il est présenté ici, ne pourra directement simuler un alliage eutectique.
Il est cependant envisageable de modifier dans le futur le modele de maniere
a pouvoir le faire.

2.4 Equations d’évolution

Nous pouvons maintenant développer les deux équations d’évolution (2.12)
et (2.13) a partir de la densité d’énergie libre donnée par les équations (2.17)
et (2.33), les fonctions g et p étant prises dans les classes (2.18) et (2.35).

2.4.1 Equation d’évolution pour ¢

Nous avons besoin de la grandeur g—é qui intervient dans (2.12). D’apres
(2.17), on a

of _ of(T,¢) . OfF(T,¢)

% (T,c,0) = (1—c) 90 +c 9 (2.38)
et d’apres (2.34) il s’ensuit que

8fX Ta¢ Tr)n( -T / T !

Y RO e W e, (239
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En substituant (2.38) et (2.39) dans (2.12) on obtient alors

% = My(T,c,¢) (°L¢ + Fi (T, ¢) + cF>(T,¢)) dans Q. (2.40)
avec
A
I
i , (2.41)
= L (0) = Wigad (9)
et
_ of*(T,¢)  OfA(T,¢)
s
— [LBT;gg _ LAT;T??} p’((Z)) (242)

(- %) 7).

2.4.2 Equation d’évolution pour c

Nous avons maintenant besoin de la grandeur V % qui intervient dans (2.13).
D’apres (2.17) on a que
af RT c
a. (T,C,¢) = fB(T:¢) o fA(T:¢) + v—ln

Oc m  1—c

(2.43)
Par conséquent, puisque la température est homogene, il vient, en utilisant
la définition (2.42)
af RT 1
V— (T =—F(T,¢)V ——— Ve 2.44
ac( ,C,¢) 2( 7¢) ¢+vmc(1—c) c ( )

Finalement, en remplagant dans (2.13), on aboutit &

dc
ot

=V. (MC(T, ¢, @) [E;Vc — Fy(T, gﬁ)qu]) dans Q.

Um (1 —c¢)

(2.45)

3 Ajustement du modele

Il nous reste a spécifier les fonctions My (T, ¢, ¢) et M.(T,c, ¢), ainsi que
les constantes W4, WP et . Nous allons le faire en comparant des situations
limites de notre modele a des relations connues de la physique.
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3.1 Diffusion dans une phase pure

Lorsque ¢ = 0 ou ¢ = 1, nous sommes en présence d’un alliage pure-
ment solide ou liquide. On devrait alors retrouver une équation de diffusion
classique sur ¢, a savoir

% = D,Ac dans si ¢=0, (3.1a)
% = D;/Ac dans si ¢p=1. (3.1b)

ou Dy et D; sont les coefficients de diffusion dans le solide, resp. le liquide.
I1 faut comparer ces équations avec la forme que prend notre équation (2.45)
dans le cas d’une phase pure, c¢’est-a-dire lorsque V¢ =0 :

oc RI' Vc
a == V <MC(T, C, (Zﬁ)aic(l — c)

En comparant (3.2) avec (3.1), on déduit que M, est de la forme

) dans Q. (3.2)

vme(l — c)

MC(T’ ¢, ¢) = (Ds + Q(¢)(Dl - DS)) RT )

ol ¢(¢) permet de passer contintiment et de maniére monotone d’'un coeffi-
cient de diffusion solide a un coefficient de diffusion liquide, donc

q(0) =0,
q(1) =1, (3.4)
qd(¢) >0 Vo €]o,1].

En particulier, nous pourrions définir ¢(¢) = p(¢), ces deux fonctions jouant
des roles analogues de régularisation du passage solide-liquide.
Finalement, I’équation (2.45) devient

(3.3)

dc
5 = V- 1D©@) [Ve—v(T)e(l = ) F2(T, ¢)V¢]}  dans Q, (3.5)
avec
D(¢) =D, + q(¢)(Dl - Ds) (36)
et
(1) = (3.7)
V(T) = o :
Rappelons que nous estimons v,, par la volume molaire moyen :
A B
v, = Um T Vm ‘; Vm (3.8)
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3.2 Evolution d’un élément pur

Pour un élément pur (¢ = 0 ou ¢ = 1), I’équation (2.40) s’écrit

9¢

a5 = My(T,c,¢) (°Adp+ F(T, ¢)) dans Q, (3.9)
avec
F(T,6) = LT 27p(8) = W79/ (6), (3.10)

les grandeurs L, T,, et W étant les parametres pour 'unique élément pré-
sent. Dans la suite, nous omettrons les arguments de la fonction My, afin de
simplifier les notations.

F1G. 8: Terme source F(T,¢) a T fixé

La fonction F(T,¢) possede deux zéros indépendants de 7" en ¢ = 0
et ¢ = 1, et un zéro supplémentaire ngS(T) compris entre 0 et 1. De plus, a T
fixé, elle est négative entre ¢ = 0 et ¢ = qAS(T) et positive entre ¢ = qAS(T)
et ¢ = 1. Par conséquent, 'effet du terme source de I’équation (3.9) est de
ramener les champs de phase ¢(z,t) dont les valeurs sont comprises entre 0
et 1 aux valeurs constantes 0 et 1. Cela revient a générer des régions spatiales
ol ¢ = 0 ou ¢ = 1, séparées par des interfaces abruptes. Le terme en laplacien
de ¢ dans (3.9), par contre, génére une diffusion en ¢ qui tend a régulariser le
passage entre ces régions, et donc a étaler les interfaces. Ainsi, le parametre ¢,
qui pondere le terme diffusif respectivement au terme non linéaire, controle
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en un certain sens 1’épaisseur des interfaces entre régions solides (¢ = 0) et
liquides (¢ = 1). Nous allons d’abord considérer le probleme de I’élément
pur dans un cas particulier qui nous permettra de préciser la relation entre
épaisseur d’interface et parametres du probleme, puis étudier le comporte-
ment limite de ’équation (3.9) lorsque ’épaisseur d’interface devient nulle.
A lissue de ces deux opérations, tous les parametres de ’équation (2.12)
auront été déterminés dans le cas d’un élément pur, et il ne restera plus qu’a
les généraliser au cas d’un alliage & concentration variable.

3.2.1 Solution unidimensionnelle stationnaire a la température de
fusion

Nous voulons relier certains parametres de notre probléeme a 1’épaisseur
d’interface ¢ et la tension superficielle o pour un élément pur. Nous avons une
certaine liberté pour définir ce qu’est une épaisseur d’interface : il s’agit pour
le modele d’une grandeur caractéristique du passage liquide-solide, qui de-
vrait physiquement étre de ’ordre des distances interatomiques. Par contre,
la tension superficielle est une grandeur physique expérimentalement connue,
dans le cas d’une interface liquide-solide plane, a température de fusion et
a l’équilibre. Le probleme que nous nous posons donc est celui de la re-
cherche d’un état stationnaire unidimensionnel ¢(z) pour un élément pur
a température de fusion 7' = T,,,. Nous allons considérer 1’équation (3.9) a
une dimension d’espace, ce qui correspond au cas d’'une interface plane. Le
probleme s’écrit alors

g2 62QA5($)
0xr?

Wy (q%(x)) —0, z€RR, (3.11)

et nous imposons des conditions aux limites liquide (quﬁ — 1) quand x — —o0
et solide (¢ — 0) lorsque £ — —oo.

Nous aimerions avoir des relations explicites entre les parametres € et W
du probléme et les grandeurs physiques § et 0. Concretement, cela ne sera
possible que si nous pouvons obtenir une solution explicite de I’équation (3.11).
Nous choisissons donc pour g(¢) le polynéme de plus bas degré dans la classe
des fonctions de C?([0,1]) vérifiant (2.18), lequel permet de résoudre explici-
tement (3.11) :

9(¢) = ¢*(1 - ¢)". (3.12)

L’équation (3.11), avec les conditions aux limites précisées, et en fixant
la valeur ¢(0) = % afin de centrer l'interface en z = 0, possede alors 'unique
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solution (cf. figure 9)
- 1

¢(z) = Nt (3.13)
1+e ¢
Pour l'obtenir, il suffit d’intégrer 1’équation (3.11) multipliée par g—ﬁ entre x

et 400, puis d’effectuer le changement de variables ¢y = 14’“ Remarquons

que cette solution est monotone et tend exponentiellement vers ses limites.

08 [~ \\ _

04 |- | -

02 | A\ .

F1G. 9: Solution stationnaire unidimensionellee é(x) pour un élément pur a la
température de fusion

Il est alors naturel, en observant la forme de la solution (3.13), de définird
comme

(3.14)

Remarquons que la définition de d qui précede est aussi celle de WBM [20],
raison pour laquelle nous prendrons leur valeur numérique pour ce parametre
dans la section 6. Par contre, elle differe d’un facteur /2 de la définition
de WB [19]. Notre définition assure que ¢ est une distance caractéristique du
passage du solide ¢3 =1 au liquide gﬁ = 0, au sens ou qAﬁ passe de 0.95 a 0.05
sur une distance de 64.

Nous voulons maintenant exprimer la tension superficielle o a partir de
la solution (3.13). Par définition, o est ’énergie libre par unité de surface sur
'interface liquide-solide, au sens d’une interface abrupte (6 — 0) entre des
régions ou ¢ = 1 et des régions ou ¢ = 0.
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Exprimons d’abord I’énergie libre totale du systéme. D’apres (2.1), en
tenant compte de (2.20), celle-ci est définie dans le cadre de cette section par

+o0 1
FlD = /OO 582

En la calculant pour la solution (3.13), nous obtenons :

eVvV2W

2

0¢(x) Wy (é(@) dz. (3.15)

ox

Fip = = (3.16)
Donc, d’apres (3.14),
ow

Notons que l'intégrant dans (3.15) est nul dans les régions ou ¢ est iden-
tiquement égal a 0 ou a 1. Par conséquent, Fip n’est qu'une énergie libre
d’interface. Lorsque § — 0, la solution (3.13) tend vers une fonction de Hea-
viside discontinue en 0, et F}p vers la tension superficielle o :

ow
= lim F}p = lim —. 3.18
R SRR 3 ( )

Puisque la tension superficielle physique est non nulle, il faut que le pro-

duit 0W converge vers une constante. Nous choisissons donc

W = 3%. (3.19)
En réintroduisant cette définition de W dans (3.14), nous obtenons aussi
une définition pour ¢ :

g2 = 604. (3.20)

Nous avons ainsi relié les parametres W et € aux grandeurs physiques o,
grandeur mesurable, et §, que nous fixerons, comme WBM, de 'ordre des
distances interatomiques.

3.2.2 Analyse asymptotique formelle en dimension deux d’espace
quand D’épaisseur d’interface devient petite

Reprenons 1’équation générale pour un élément pur (3.9) apres l'ajuste-
ment des parametres € et W effectué au paragraphe précédent:
0¢ oT

B T-T, , ,
5 = 600 MyA¢ + MyL T p'(¢) — 3M¢5ﬁ (¢) dans Q. (3.21)
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Nous allons considérer une limite de cette équation lorsque 6 — 0, en
maintenant le coefficient de diffusion fixé

M := 606 M,. (3.22)
L’équation (3.21) peut alors s’écrire
52 9 17T LT-T, ,
WV 3 =0 Agb—iﬁg (¢)+56—0 T p'(¢) dans Q. (3.23)

Solution extérieure

D’un point de vue macroscopique, 1’équation (3.23) posséde, lorsque §
tend vers 0, deux solutions constantes stables ¢ = 1 et ¢ = 0 et une solution
constante instable ¢ = % Avec des conditions aux limites et des conditions
initiales adéquates, on aura donc essentiellement un saut entre les deux va-
leurs constantes 1 et 0. Ce saut a donc lieu a travers une interface, qui
correspond formellement & ce qui était ’ensemble de niveau ¢ = % avant le
passage a la limite.

Il est alors intéressant d’étudier la limite asymptotique de I’équation (3.23)
lorsque & — 0 en renormalisant par rapport a I’épaisseur d’interface ¢§ les dis-
tances normales & cette courbe. Afin d’avoir des conditions de recollement
pour ce nouveau probleme “intérieur”, nous choisissons des solutions “exté-

rieures” liquide (¢ = 1) & gauche de I'interface et solide (¢ = 0) a droite.

Solution intérieure

Pour simplifier, nous nous plagons a présent en dimension deux d’espace
et supposons que l'interface (définie comme ’ensemble de niveau ¢ = %) est
une courbe paramétrée par I'(s, ), ol s est une coordonnée curviligne et ¢ le
temps.

Commencons par noter 7(s,t) = 9 (s,t) le vecteur tangent & la courbe
au point I'(s, t), n le vecteur normal, défini par 7n=0et |n| =1,v = %—5 la
vitesse de déplacement de I'interface, dont nous notons v, (la vitesse normale)
et v, (vitesse tangentielle) les projections sur 7 et n, et finalement k(s,t) la

courbure, définie par les relations de Frénet

on

— = KT

0s ’

o (3.24)
ds ’

Effectuons alors dans un voisinage de l'interface I'(.,¢) un changement de
coordonnées local a t fixé

z(r,s,t) =T (s,t) +rn(s,t), (3.25)
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oll s représente la coordonnée curviligne de la projection du point z € IR?
sur I'(.,t) et r sa distance normale & la courbe.

Dans un voisinage de la courbe I'(.,¢) nous pouvons définir la transfor-
mation inverse par le biais des fonctions r(z,t) et s(z,t). Il est alors possible,
en utilisant les formules de Frénet (3.24), d’établir les relations suivantes:

( Or 0s r 0v,
ot~ ™ ot 1+wrds 7
! Vr=n, Vs= (3.26)
| Ar= e Me= g
Nous effectuons ensuite le changement d’échelle
r=20p (3.27)
et posons
(p, 5,1) = ¢(x(0p, 5,1),1). (3.28)
Nous développons alors formellement par rapport & § le champ de phase ¢ :
d(p,s,t) = dolp, s,t) + 01 (p, s, 1) + ..., (3.29)

ce qui nous permet, en utilisant (3.26), (3.27) et (3.29), d’établir les dévelop-
pements suivants:

(06 _ . 9
0 N ——5vna—p + ...,
- 0% ¢ o
A ap20 +5(8p21+/.g8—p0>+..., (3.30)
g'(¢) = g'(¢o) + 69" (do) 1 + - ..,
| 0p'(¢) = 0P/ (o) + - .- .

Posons de plus les conditions aux limites suivantes de recollement C* avec
les solutions extérieures a l’interface pour ¢, et ¢;:

( dul(—o0) = 1,
¢o(+00) =0,

] #1(£00) =0, (3.31)
9o _ 04 _

= (£o0) = En (£o0) = 0.
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Lorsqu’on fait tendre § vers 0, ’équation (3.23) doit étre vérifiée a tous
les ordres en 4. Nous ne nous intéresseons qu’aux deux plus bas ordres, dé-
terminés grace aux relations qui précedent.

Le plus bas ordre s’écrit simplement

¢y 1T

9,2 - §ﬁgl(¢0) = 0. (3.32)

Cette équation, semblable & (3.11), avec les conditions aux limites (3.31)
et une condition supplémentaire ¢(0) = % pour centrer I'interface (afin d’avoir
unicité de la solution), possede une solution unique analogue a (3.13) :

$o(p) = S (3.33)

T
1+eVm?

A cet ordre-ci, le champ de phase ne dépend que de la distance normale

a l'interface. Remarquons qu’a la température de fusion, en revenant a une

coordonnée r macroscopique, on retrouve exactement la solution stationnaire

plane & température de fusion (3.13).
L’ordre suivant en 6 de I’équation (3.23) peut s’écrire

1T " 82¢1 Un 8(/50 L T—Tm ’
- — =2 4+ — .34
s @0 = 5 = (31R) B oo T P (3:30)
Notons £ l'opérateur
T, 0?

et remarquons qu’en dérivant une fois par rapport a p I’équation (3.32) pour
I’ordre précédent en ¢ on obtient que

9¢o

La—p

=0. (3.36)

Vu les conditions aux limites sur ¢y et ¢y, il apparait une condition de
compatibilité entre les équations (3.34) et (3.36):

+oo a¢0 +00 a¢0
(L¢1)(p) 5~ (p)dp = $1(p)(L =~ )(p)dp = 0. (3.37)
o op oo dp
Par conséquent, en réutilisant (3.34), il s’ensuit que
oo Un 8¢0 2 LT-— Tm / 8¢0
L. Gieo)| |t g, w0 Gyan 339)
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Finalement, en calculant les intégrales précédentes grace a la formule
explicite (3.33) pour ¢g, on obtient que

Up, LT —-Tm
Dans le cas particulier d’une interface plane (k = 0), on obtient
ML
w=——(T—-"T,,). 3.40
t= (T =T,) (3.40)

On peut alors identifier le coefficient cinétique p qui relie la vitesse normale
du front de solidification & la différence de température par rapport a la
température de fusion dans le cas d’un front plan, lequel est connu par un
autre modele (voir paragraphe 3.2.3). On peut ainsi exprimer M en fonction
de p par

oul,,
M = 3.41
L ’ ( )
puis finalement My, en reprenant la définition (3.22) de M:
o,
= —. 3.42
©= %L (3.42)

C’est le dernier parametre du probléme que nous voulions ajuster.

Dans le cas d’un front de solidification quelconque pour un élément pur,
I'équation (3.39) nous indique que lorsque d tend vers 0, I’évolution de I'in-
terface suit une loi de déplacement par courbure moyenne : la vitesse normale
est plus grande la ou la courbure est plus petite. Ainsi, 'interface tend a se
régulariser. On ne pourra avec un tel comportement évidemment pas obtenir
de dendrites, ce qui est attendu, vu que nous parlons d’un élément pur. Or,
les dendrites que nous prétendons simuler sont physiquement d’origine solu-
tale, donc on s’attend a trouver leur origine mathématique dans le modele a
travers le couplage entre les variables ¢ et ¢ pour le probléeme complet.

3.2.3 Ajustement de I’équation d’évolution pour ¢

Dans les paragraphes précédents, nous avons obtenu les relations sui-
vantes entre des parametres du probleme et des grandeurs physiques pour un
élément pur :

o

W =3, (3.19)

g2 = 600, (3.20)
_oply

M=—>%, (3.41)



ot M = Mye? est le coefficient de diffusion de I’équation pour ¢.

La chaleur latente L, la température de fusion 7, et la tension super-
ficielle o pour I’élément considéré ont des valeurs expérimentales connues.
Par contre. nous ne connaissons que ’ordre de grandeur de 1’épaisseur d’in-
terface § (distances interatomiques), et il nous faut recourir au modele de
Coriell-Turnbull (cité dans WBM [20]) pour déterminer le coefficient ciné-
tique p :

v LUy,
ou v, est la vitesse du son, R la constante de Boltzman et v,, le volume
molaire de 1’élément considéré.

En revenant au modele complet, il reste a préciser les éventuelles dépen-
dances en la concentration ¢ des parametres € et M. En fait, ces parametres
ont des valeurs tres proches lorsqu’ils sont évalués pour chacun des deux élé-
ments purs A et B, en tout cas dans 'exemple de D'alliage Ni-Cu, exemple
type d’application de notre modele (cf. section 2.3.3). C’est pourquoi nous
nous permettons de simplifier le modele en considérant ces deux parametres
comme des constantes, évaluées comme les moyennes de leurs valeurs pour
les éléments purs.

Finalement, les parametres pour I’équation d’évolution de ¢ sont donc
reliés aux grandeurs physiques par

( " A B B
=3 WB=3"_
W =3, =
{ &=3(c"+0")g, (3.45)
lv, (ovd  oBvB
=35 (T )

L’équation d’évolution (2.40) pour ¢ devient alors :

9 1/~ -
a—f - M [Aqﬁ + 5 (F1 (T, ) + cFy(T, qﬁ))] dans ©, (3.46)

avec, d’apres (2.41), (2.42) et (3.45),

§ LA T-TA, oA T

R(T,¢) = 35iyrgB T4 P (6) — mﬁgl(éﬁ) (3.47)
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et

_ B J BT—T,,E AT_TnA; /
B(T,¢) = m(L 5 " Ta )p(@ (3.48)
T oB oA / .

Remarquons que les grandeurs F; (T, @) et F5(T, ¢) sont adimensionnelles,
tandis que ¢ est une distance et M a la dimension d’un coefficient de diffu-
sion.

4 Probleme aux limites adimensionnel

Nous présentons maintenant une version adimensionalisée du systeme
d’équations aux dérivées partielles construit dans les sections 2 et 3. Soit
[ une grandeur caractéristique du systeme. Introduisons alors des nouvelles
coordonnées sans dimension.

2
Il

, (4.1)

D,
ot (4.2)

~+
|

ol Dy est le coefficient de diffusion liquide introduit au paragraphe 3.1.

Les variables ¢ et ¢ sont déja adimensionnelles par définition, mais de-
viennent maintenant des fonctions ¢ et ¢ des nouvelles coordonnées. De
méme, on pose T(t) = T(t).

Les équations d’évolution (3.46) et (3.5) pour ¢ et ¢ s’écrivent alors

05 —Txx 1 (s = N
i M [Aqb + % (Fl(T, @) + ¢Ey(T, qb)}) dans , (4.3)

0% _g {5(5) l% D o R(T 9T

} dans €, (4.4)

S

ou
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avec les parametres adimensionnels

) ? >0, (4.8)

M % Rvgl (0;? + 0;?) >0, (4.9)
ai(T) —%% <0, (4.10)
as(T) —ﬁ (;—; - ;—;) , (4.11)
ﬂl(f) %O'ATO'B : ;nﬁTrﬁ’ (4.12)
ST) = gUA _;_ oB Ué};—fvﬁ >0 (4.14)

Rappelons que la fonction g(¢) est donnée par (3.12), tandis les fonc-
tions p(¢) et q(4) peuvent étre choisies dans les classes de fonctions
de C?([0,1],IR) vérifiant les contraintes (2.35), respectivement (3.4). D’autre
part, on peut remarquer que si la condition (2.16) sur T est vérifiée, alors 3; (T)
est strictement négative et 3y (T) strictement positive. De plus, lorsque 5 reste
dans l'intervalle [0, 1], D(QNS) est strictement positive, puisque la diffusion dans
la phase solide D, est toujours beaucoup plus faible que la diffusion dans la
phase liquide D;.

Il reste & définir les conditions initiales et les conditions aux limites du
probleme. Nous supposons que ¢ et ¢ au temps ¢ = 0 sont données par des
fonctions connues ¢y(z) et ¢o(x).

D’autre part, les conditions aux limites (2.3) et (2.10) doivent étre vé-
rifiées. A partir de (2.11), (2.44) et (3.3) nous pouvons traduire la condi-
tion (2.3) :

~ ~ |~ AT e e am ~
D(9) | Ve - 7(5 Vel — BT 5)Va| . i=0 sur 00, (4.15)
ou 7 est le vecteur unitaire normal au bord du domaine.
Reprenons aussi la consition (2.10) :
% Vé.7i=0 sur o (4.16)
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Les deux conditions physiques qui précedent sont vérifiées en exigeant des
conditions de von Neumann homogenes sur ¢ et sur ¢.

Omettons a présent les tildes dans les notations. Etant donnée la fonc-
tion 7'(t), le probleme mathématique consistera donc a chercher deux fonc-
tions ¢(x,t) et c(x,t) définies dans Q x IR, avec Q C R? (d = 2,3) ouvert,
telles que

(1) % = M {Aqb + % [FL(T, $) + c Fy(T, ¢)]}
de ¥(T) , (z,t) € QA x RE;
(2) T V. {D(¢) [Vc — Tc(l — ¢)Fy(T, ¢)V¢] }
" (3) Vo.i =
{ (4) Ve.i _ o @1) €0 xRy
(5) ¢(x,0) = ¢o(z) _
{ 6) c(z,0) = cfz) > *€ Q;

ou les termes Fi, F, et D sont donnés par les relations (4.5)-(4.7) et les
constantes 6 et M par (4.8)-(4.9).

5 Extensions du modele

Les extensions présentées dans cette section sont dues & WB [19] et sont
limitées a dimension deux d’espace.

5.1 Anisotropie

Le modele que nous avons construit est isotrope : aucune direction n’est
privilégiée pour la croissance de la phase solide a partir d’'un noyau initial.
Cependant, les dendrites observées expérimentalement croissent suivant des
directions privilégiées. Cela est dii aux structures cristallines sous-jacentes
a la formation de la phase solide. Sans vouloir rentrer dans les détails mi-
croscopiques, nous introduisons une anisotropie dans notre modele de facon
phénoménologique, de la méme maniére que WB [19].

Commencons par introduire un angle # décrivant la direction locale de la
solidification :

Vo =[Volu (5.1)
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avec

= () (.2

En dérivant (5.1) par rapport a ¢ on a alors:

d¢ _ 0|Vg|
VE_ ot

ou J est la matrice de rotation

J:(_(l) (1)) (5.4)

Notons que zJz = 0 Vo € R?, que J~' = JT et que J? = —1. Multiplions
alors (5.3) par Ju:

u+ \V¢| L (5.3)

8(/5 06
- e — e 5-5
Vol Ju=-IVel (55
soit, en explicitant v & partir de (5.2):
00 1 Jd¢
5% = |v¢|2V 5 JV . (5.6)

L’introduction de I’anisotropie dans le modele se fera par le biais d’un
facteur d’anisotropie a(#), fonction de 'angle § & valeurs proches de 1, 16gé-
rement supérieures dans des “directions privilégiées”. Nous en donnons un
exemple dans la section 6. On introduit ce facteur d’anisotropie dans le terme
de Ginzburg-Landau de 1’énergie libre (2.1) qui est alors modifié comme suit :

2

—a*(0)[Vol*. (5.7)

1ol -
2 2

Le passage de ’équation (2.1) a I’équation (2.4) devient alors pour le
dernier terme :

5 (Se0Iver) =229 5 vo+ 2 La@aolvor. 63

En utilisant (5.6) et en intégrant par parties on aura donc
0 a?(9) )\ 8¢ )
&/Q< 2 \V¢|) - /3Q at[ ()V¢—a()(9)JV¢].ndx
- / aaf V. [a2(0)Ve — ' (0)a(8) IV ] dx
(5.9)
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L’équation d’évolution adimensionnelle (4.3) pour ¢ dans le domaine (2
devient donc (sans les tildes) :

0 , 1
a_f =M {V. [0*(0)V — a'(0)a(0) TV] + =5 (Fi(T, ¢) + ¢ Fu(T, qS))}
(5.10)
et la condition aux limites (4.16) devient
9¢ ! -
i a(@)Vo —d'(8)JV¢|.ii =0 sur 0. (5.11)
On doit alors reprendre 'autre condition aux limites (4.15)
T
Ve - Mc(l — o) By (T, p)Ve| .n =0 sur oS (4.15)

)

5.2 Bruit thermique

Nous voulons maintenant prendre en compte de légeres fluctuations de la
température au voisinage de l'interface, i.e. pour ¢ €]0,1[. Elles sont source
de petites instabilités, a 1'origine de “bras secondaires” dans les dendrites
anisotopes. Pour les simuler, nous modifions comme suit le terme non-linéaire
de V’équation d’évolution (4.3) pour ¢ d’un terme stochastique b(¢) petit
devant 1, plus important a linterface (¢ proche de 1) et nul dans les phases
pures () =0et g =1):

W MY @OV~ (0)a(0)IV)
+ 229 gy 4 e (T ¢))} dans o
5 (T, c Fy(T, ans ().

Un exemple de terme b sera donné dans la section 6.

5.3 Modele anisotrope bidimensionnel avec terme sto-
chastique

Etant donnée la fonction 7T'(¢), le probléme mathématique étendu consis-
tera donc a chercher deux fonctions ¢(z,t) et c¢(z,t) définies dans 2 x IR,
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avec Q0 C IR? ouvert, telles que

( (1) aa—f = M{V.[a2(6)V¢ - d'(0)a(6)]V¢]
X + #(Fﬂ, ) + ¢ Fy(T, ¢))} , (z,t) € Q x RY;
| @ % = v.{D(¢) [vc—7(5)0(1—C)F2(T,¢)v¢]}

(3) [a(0)Ve — d'(8)IVe]. 7 = 0

1(T) _ 0

(4) [Vc - Tc(l — ¢)Fy(T, ¢)V¢} . (z,t) € 0Q x Ry;

ST

ou les termes Fy, F5, et D sont donnés par les relations (4.5)-(4.7), g(¢)
est donnée par (3.12), p(¢) et g(¢) peuvent étre choisies dans les classes de
fonctions de C?([0, 1]) vérifiant les contraintes (2.35), respectivement (3.4), et
ol a(f) est une fonction & valeurs proches de 1, 1égérement supérieures dans
des “directions privilégiées” et b(¢) est une fonction stochastique, a valeurs
petites devant 1, plus importantes a 'intérieur de I'interface (¢ proche de %)
et nulles dans les phases pures (¢ =0 et ¢ = 1)

6 Application : P’alliage Ni-Cu

Comme nous ’avons mentionné au paragraphe (2.3.3), notre modele s’ap-
plique particulierement bien a la simulation de la croissance dendritique lors
de la solidification d’un alliage Ni-Cu. Avant de donner les valeurs numériques
pour cet alliage, donnons d’abord des exemples de choix pour les quelques
degrés de liberté qui restent aux problemes (P) et (P).

En vue d’effectuer des simulations numériques, on devra choisir des po-
lynomes p(¢) et g(¢) particuliers dans les classes de fonctions C?([0,1],1R)
vérifiant (2.35) et (3.4), par exemple (cf. WB [19)]) :

_ _ ffg(s)ds A4 1R d 3
p(¢) = q(¢) [T o(3)ds 64° — 159" 4 10¢%, (6.1)

tout en gardant (3.12) :
9(¢) = ¢*(1 - ¢)° (3.12)
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Si on veut introduire une anisotropie en dimension 2 d’espace, on prendra
par exemple (cf. WB [19)])

a(f) =1+ acos(k0), (6.2)

ou k est l'ordre de 'anisotropie et @ son amplitude (comprise entre 0 et 1).
Si on veut simuler le bruit thermique, on pourra prendre

b(¢) = 16arg(9), (6.3)

ou 0 < a < 1 est 'amplitude du bruit et r(z,t) € [0,1] sont des nombres
aléatoires. Le facteur 16¢(¢) est introduit pour annuler les effets du bruit en
dehors de I'interface. En effet, ce terme est nul pour ¢ =0 et ¢ =1 et vaut 1

pour ¢ =1/2.

Finalement, nous donnons les valeurs numériques pour le Ni-Cu, prises
de WBM [20] :

— constantes universelles :
R =8,3144 J.mol_l.K_l,

vy = 3400 cm.s™ L.

— constantes pour le Ni-Cu (A=Ni, B=Cu) :

TA=1728 K, T? =1358 K,
LA =2350 Jem™, LP =1725 Jem™3,
o4 =3,710"° Jem 2, o8 =2,810"° Jem 2,
v;i =7,0 cm®.mol 1, vﬁ =7,8 cm®.mol *,
D, =10 em?s, D;=10"°cm?’s.

— choix :
— épaisseur d’interface : § = 5.1078 ¢m (cf. WBM [20]),
— grandeur caractéristique du domaine : § < [ < 1 c¢m, par exemple
1 =10"*cm,
— température : T8 < T(t) < T2, par exemple une température constante
T=3Ta+T5) =1543 K.

35



7 Conclusion

Nous avons établi deux variantes d’un modele de champ de phase pour
la solidification d’un alliage binaire : un modele isotrope, utile pour I’ana-
lyse, et un modele anisotrope, destiné aux simulations. En effet, bien que
les dendrites apparaissant expérimentalement lors de la solidification soient
anisotropes, il sera beaucoup plus aisé dans un premier temps d’établir des
preuves d’existence, unicité, convergence de méthodes numériques et autres
résultats analytiques sur le modele isotrope.

Notre modele est fortement inspiré de modeles existant dans la littéra-
ture, et il est essentiellement une combinaison des modeles de Wheeler et
Boettinger [19] et Warren, Boettinger et McFadden [20]. Ce que nous avons
voulu apporter en plus, ¢’est une justification plus détaillée de la construction
du modele, ainsi qu’un ajustement des constantes basé sur le calcul de cas
limites ayant un sens physique.

Parallelement a ce travail de modélisation, des travaux analytiques sont
en cours. J. F. Scheid a déja établi des résultats d’existence pour le probleme
isotrope (P) [15]. Notons que par construction du modele, les solutions du
probleme évolutif devraient converger vers 'une des solutions du probleme
stationnaire. Il pourrait donc aussi étre intéressant d’étudier les éventuelles
bifurcations des solutions du probléme stationnaire, ainsi que leur stabilité.

Finalement, des travaux sont aussi en cours sur la convergence de mé-
thodes numériques, ainsi que sur la mise en place de ces méthodes, le but
actuel étant essentiellement la mise en place de méthodes d’¢léments finis
avec maillage adaptatif pour le probléme anisotrope (P). En effet, il s’avere
nécessaire d’avoir des information beaucoup plus précises dans la zone proche
de I'interface que dans les phases pures, ce qui suggere 'efficacité de méthodes
a maillage adaptatif.
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